
�

Függvén yér ték kiszámítása

A továbbiakbanbizonyosspeciálisfüggvényekhelyettesítésiértékénekkiszámításával
fogunkfoglalkozni. Tegyük fel, hogyvanegy �������	� függvényünk,ahol � és �
tetsz̋olegeshalmazok.A feladatspecifikációjatehát:
�� ����� �� � � ���� ��� � � � ���� ��� � � ��� � �����

Természetesenhasemmimástnemtudunka függvényről, akkor a fenti specifiká-
cióhoznemtudunkigazi megoldóprogramotadni. Ezértaz elkövetkez̋okbentovábbi
feltételezésekkel fogunkélni.

10.1. Függvén ykompozícióv al adott füg gvén y
kiszámítása

Tegyük fel, hogy � � �"!$# , ahol
# �%�&�	' és

� �(')�*� függvények.
Tétel: Ekkor a feladatmegoldhatóazalábbiszekvenciával:+ � �,# � � �� � � � � + �
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Bizonyítás: Kibővítjük az állapotteretegy újabb( ' típusú)komponenssel,melynek
változójalegyen + . A szekvenciaközbüls̋o feltételelegyen� � ��� + �,# � � �-�.�0/
Ekkor aszekvencialevezetésiszabályaalapjána megoldástriviálisanteljesül.

10.2. Esetszétválasztással adott füg gvén y kiszámí-
tása

Legyenek13254.1�674 /8/9/ 4.1�:;�<�=�	> feltételekés
# 254 # 674 /8/9/ 4 # :;�(�?�@� függvények,

éstegyük fel, hogya 1�A feltételeklefedikaz � halmazt.Legyen �;�7�&�?� azalábbi
módondefiniálva:

��� � � �
BCCCD CCCE
# 2 � � � 4 ha 1 2 � � �# 6 � � � 4 ha 1 6 � � �
...

...# : � � � 4 ha 1 : � � �
Tétel: Ekkor az � függvény értékekiszámolhatóazalábbielágazással:

F 1G27� � � F 1�6�� � � F /8/9/ F 1�:H� � �� � �)# 2 � � � � � �)# 6 � � � /8/8/ � � �)# : � � �
Bizonyítás:Az elágazáslevezetésiszabályaalapjána megoldástriviálisanteljesül.

10.3. Rekurzív form uláv al adott füg gvén y kiszámí-
tása

Legyen I egy tetsz̋olegeshalmaz,JLKNM egy egészszám,továbbáOP�<Q,RITSU�	I
függvény, VXW�4�VZY 2 4 /9/8/ 4�VZY S\[ 2^] I rögzített,ésdefiniáljukaz �R�(Q_�?I függvényt az
alábbimódon: ���`M � � VXW�4����acb � � VZY 2 4

...
...���daeJgf)b � � V Y S0[ 2

továbbáhGikjlM : ���mi3f)b � � On�`iGfNb74o���`i � 4 /-/-/ 4Z���miHapJUf)b ���
Feladatunkaz,hogymeghatározzukaz � függvény qrjlM helyenfelvettértékét.
�� Q��Iq �
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� � Qq �� ���mq � q �7s q�j,M �� ��� � s � � ���mq �.�
Tétel: Az alábbistruktogrammaladottprogrammegoldásaa specifikáltfeladatnak:�� �
�

iZ4 � 4 � Y 2 4 /-/ 4 � Y S0[ 2 � � M�4�VXW74.VZY 2 4 /-/ 4.VZY S0[ 2iet� q� 4 � Y 2 4 /-/ 4 � Y S\[ 2 � � On�mi3f)b�4 � 4 /-/-/ 4 � Y S0[ 2 � 4 � 4 /-/ 4 � Y S0[ 6iu� � i3fNb
v s 1
� � �v

Bizonyítás:
A tételbizonyításáhozelegend̋o, haa fenti programotlevezetjük,hiszenekkor az

állítása specifikációtételéb̋ol ésa levezetésiszabályokbólkövetkezik. Legyenteháta
megoldóprogramegy ciklus,melynekinvariánsa:v ��� � s i ]_w M /x/ qGy s � � ���mi � 4 � Y 2 � ���miza{b � 4 /8/8/ 4 � Y S0[ 2 � ���mi|apJcf)b ���
Vizsgáljukmeg aciklus levezetésiszabályánakfeltételrendszerét:

1) Mivel azeredeti
�

feltételre
�~} v

nemáll fenn,acikluselőfeltételeazalábbi� � ��� � s i � M s � � V W 4 � Y 2 � V Y 2%4 /8/9/ 4 � Y S0[ 2 � V Y S\[ 2 �
állításlesz.Egyszer̋uenlátható,hogya fenti programelejéntalálhatószimultán
értékadás

�
-ból
� � -bejut.

2) 1 � �miet� q � ,
3) V � q�ari ,
5) a ik� � iGfNb értékadáscsökkentia terminálófüggvény értékét,

4) Ha felírjuk az i$� � iGfNb értékadás
v

-revonatkozóleggyengébbelőfeltételét:� � � ��� � s i3f)b ]pw M /x/ qGy s � � ���mi3f)b � 4 � Y 2 � ���`i � 4 /9/8/ 4 � Y S\[ 2 � ���`i|apJUf�� ���
akkor az értékadásleggyengébbelőfeltételérevonatkozó szabályalapjánegy-
szer̋u behelyettesítésselverifikálható,hogyaciklusmagels̋o fele

v s 1 -ből
� � � -

bejut.

Megjegyezzükmég,hogya 0 kezd̋opontválasztásaönkényes,bármilyentetsz̋ole-
gesegészszámtólkezdve definiálhatóegy függvény, ésakkor értelemszer̋uena prog-
ramciklusváltozójais arról azértékr̋ol indítandó.
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10.4. Elemenként feldolgozható füg gvén y

A továbbiakbanlegyenek I�2 és I�6 tetsz̋olegeshalmazok,� és � pedig az alábbi
formábanfelírhatóhalmazok:

� � ��2^ /-/x/ ��n:� � �G2� /-/x/ L���
ahol �nA ��� � ] �%�k����� � �����,��i ]�w b /x/ qGy és ��A ��� � ] �%�����$� � �z���)��i ]w b /x/ � y . Amint az a fenti leírásbólkiderül az � az összesolyan halmaz q -est tartal-
mazza,amelyeknekmindenkomponenseazadott I�2 halmazvégesrészhalmaza.Ha-
sonlóanaz � elemeipedigazolyanhalmaz� -esek,amelyekI�6 -beli végesrészhal-
mazokbólállnak.

Definíció: TELJESEN DISZJUNKT FELBONTÁS

Azt mondjuk,hogy � 4 � ] � teljesendiszjunktfelbontása� ] � -nek,ha

i) h�i ]_w b /-/ qGy|� � A � � A�� � A és

ii) h�iZ4�� ]rw b /-/ qGyz� � A�� ��� ��� .
Vegyükészre,hogyha � egydimenziós,akkor ateljesendiszjunktfelbontásmege-

gyezikadiszjunktfelbontással,detöbbdimenziósesetbenateljesendiszjunktfelbontás
egy jóval erősebbfeltételtjelent.

Definíció: ELEMENKÉNT FELDOLGOZHATÓ FÜGGVÉNY

Legyen �R�7�&�?� . Haminden� ] � minden� 4 � teljesendiszjunktfelbontá-
sára

i) h�i ]_w b /-/ � y|��� A � � � �L� A � � � � � A � � � és

ii) h�i ]_w b /-/ � y|���5A.� � � � �5A�� � � � � ,
akkor � -etelemenkéntfeldolgozhatónaknevezzük.

Példa: Legyen I egy tesz̋olegeshalmaz,� 2 � � 6 � � ��� � ] �%���$� � �����,� ,�,�3� 2 T� 6 ��� , ���.� � 2 4 � 6 ��� � � 2 � � 6 . Ekkor � elemenkéntfeldolgozható,ui:

tekintsükaz � � 2%4 � 6 � halmazpáregy tetsz̋oleges � � 2%4 � 6 � , � � 254 � 6 � teljesendiszjunkt
felbontását.Ekkor a teljesendiszjunktfelbontásdefiníciójaalapján:� 2 � � 2 � � 2 4 � 6 � � 6 � � 6� 2�� � 2 � � 4 � 6k� � 6 � �� 2�� � 6 � � 4 � 6k� � 2 � �
Vizsgáljukmostmeg azelemenkéntfeldolgozhatóságkétkritériumát:

1. ��� � � 2%4 � 6 �.� � ��� � � 254 � 6 ��� � � � 2�� � 6 � �T� � 2�� � 6 � � � � 2k� � 2 � �r� � 6k� � 6 � �� 2k� � 6 � ����� � 2%4 � 6 ��� ,
2. ��� � � 2 4 � 6 �.� � ��� � � 2 4 � 6 ��� � � � 2 � � 6 � � � � 2 � � 6 � � � � 2k� � 2 � ��� � 2k� � 6 � �� � 6$� � 2 � �r� � 6k� � 6 � ��� .
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Teháta– kétváltozós– unióelemenkéntfeldolgozhatóhalmazfüggvény.
A továbbiakbantehátegy elemenkéntfeldolgozhatófüggvény helyettesítésiérté-

kénekkiszámításával fogunkfoglalkozni.
Mielőtt belekezdenénka feladatspecifikálásábaés megoldásábabevezetünkkét

olyanhalmazokravonatkozóparciálisértékadást,amelyeket aztána megoldóprogra-
mokbanprimitív műveletnektekintünk.¡ Legyen I egy tetsz̋olegeshalmaz,ésdefiniáljukaz �7¢£ �(�%�_^I¤�?�7� parciális

függvényt: ��¢£ � � 4o¥ � � I�� � ¥���4 ha ¥�¦] I /
A fenti függvényt kiszámító

� � � � ¢£ � � 4.¥ � parciálisértékadásta továbbiakban� � � �¨§��¥ -vel fogjuk jelölni.¡ Hasonlóanlegyen I egy tetsz̋olegeshalmaz,ésdefiniáljukaz �%©N�ª�7�«RI=��%� parciálisfüggvényt:

�%©¬� � 4o¥ � � I F � ¥��(4 ha ¥ ] I /
A fenti függvényt kiszámító

� � � �%©� � 4.¥ � parciálisértékadásta továbbiakban� � � �¨® ¥ -vel fogjuk jelölni.

10.4.1. Egyváltozós-egyértékű eset

Előszörvizsgáljukmeg aztazesetet,amikor mind � , mind � egykomponens̋u, azaz� � q � b . Ekkor az � függvény egy halmazhozegy másikhalmaztrendel.
�� ����� �� � � � �� ��� � � � ���� ��� � � ��� � �����
Oldjuk meg a feladatotciklussal:azinvariánsbanaztfogalmazzukmeg, hogyaz �

halmazamégfeldolgozandóelemeket,az � halmazpedigamárfeldolgozottelemek�
szerintiképeinekuniójáttartalmazza,azazv ��� � ����� � � � ��� � �-�|s � � ��� � � � � �
Vizsgáljukmeg aciklus levezetésiszabályánakfeltételeit:

1)
�

-ból az � ��� fennállásaeseténkövetkezik
v

, ezérta ciklus elé az � � ���
értékadáskerül.

2) Az invariánsból��� � � ��� eseténkövetkezikazutófeltétel,ámezjó eséllyelnem
egy megengedettfeltétel (hiszenéppen� -et akarjukkiszámítani).Vegyük észre
azonban,hogy � elemenkéntifeldolgozhatóságamiatt � �¯� esetén��� � � �°�
is teljes̋ul (azüreshalmaznakkétüreshalmazegy teljesendiszjunktfelbontása).
Teháta ciklusfeltétel: 1 � � t��� .
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3) Ha(aciklusfeltételszerint)� nemüres,akkor terminálófüggvénynekválaszható� számossága,azazV � � � � .
5) � számosságátúgy tudjuk csökkenteni,haelhagyunkbelőle egy – bennelevő –

elemet.Ezt megtehetjükaziméntbevezetettparciálisértékadással:� � � � ® ¥ .
4) Írjuk fel a fenti parciálisértékadás

v
-revonatkozóleggyengébbelőfeltételét:� � � ��� � � ��� � F � ¥�� � � ��� � ���|s � � ��� � F � ¥�� � � � s ¥ ] � �

Jól látható,hogyez
v s 1 -ből nemkövetkezik. Vegyük azonbanészre,hogyha¥ egy � -beli elem,akkor
� ¥7� és � F � ¥7� � -nekegy teljesendiszjunktfelbontása,

tehát � elemenkéntifeldolgozhatóságamiatt:

��� � ¥7� � � ��� � F � ¥�� � � ��� � ���� � ¥7� � � ��� � F � ¥�� � � �
Így az � � � � §�r��� � ¥�� � értékadásmármajdnemelegend̋o, hiszen± ��� � � � � §����� � ¥�� � 4 � � �-� � � � ����� � ¥�� � ����� � F � ¥�� � � ��� � ���²s � � ����� � ¥�� �.� ���� � F � ¥�� � � � s ¥ ] � � .
Ezt a feltételtösszevetve

v s 1 -vel látható,hogymárcsakaz ¥ ] � állítástkell
teljesítenünk.Eztviszontmegtehetjükaz ¥"� ] � értékkiválasztással,amelyneka
fenti állításravonatkozóleggyengébbelőfeltétele

v s 1 .
Tétel: Ekkor azalábbiprogrammegoldásaaspecifikáltfeladatnak:�� �

�

� � � �� t���¥"� ] �� � � � §�_��� � ¥�� �� � � � ® ¥
v s 1� � � �� � �v

Bizonyítás:A tétela fenti levezetésb̋ol következik.

10.4.2. Kétváltozós-egyértékű eset

Legyen �T�%�*L�³�	'@�m�;4o�$40' ´,�7� � elemenkéntfeldolgozhatófüggvény.
�� ����µ~'� � +� � ����� � � �� ��� � � � �(s � � � ���� ��� + � ��� � � 4 � �����
Tétel: Ekkor azalábbiprogrammegoldásaaspecifikáltfeladatnak:
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+ � � �� t���¶ � t� �¥c� ] � � � � �F ¥ ] � s ¥�¦] � F ¥ ] � s ¥ ] � F ¥�¦] � s ¥ ] �+ � � + §����� � ¥���4 � �� � � � ® ¥
+ � � + §�r��� � ¥7�(4 � ¥7� �� � � � ® ¥� � � � ® ¥

+ � � + §����� � 4 � ¥�� �� � � � ® ¥
Bizonyítás: A tételazegyváltozósesettelanalógmódonlevezethet̋o, ha invariánstu-
lajdonságnakazalábbiállítást:v ��� + �L��� � 4 � � � ��� � � 4 � ���Hs + � ��� � 4 � � �N� s� � � F � � � � ��� s � � � F � � � � ��� �
terminálófüggvénynekpedig V � � � � � � -t választjuk.

10.4.3. Egyváltozós kétértékű eset

Legyen �����@�·�¯r'@�`�;4.�u4Z'�´³�%�U4Z�72����@�·�$4Z�56n���¸�·'¹4o� � �º��2»4o�%6 ���
elemenkéntfeldolgozhatófüggvény.
�� ����µ�'� � +� � � � �� ��� � � � ���� ��� � � ��2»� � �m�3s + � �56�� � ���.�
Tétel: Ekkor azalábbiprogrammegoldásaa specifikáltfeladatnak:� 4 + � ��� 4 �� t���¥c� ] �� 4 + � � � §��� 2 � � ¥7� � 4 + §��� 6 � � ¥7� �� � � � ®~� ¥��
Bizonyítás: A tétel levezetéseazegyérték̋u esett̋ol csakazinvariánstulajdonságmeg-
választásábantérel:v ��� � ��� 2 � � � � � 2 � � ���Hs � � � 2 � � � � � s+ �L� 6 � � � � � 6 � � ���|s + � � 6 � � � ��� �
A terminálófüggvény marad,ésa levezetéslépéseiis megegyeznek.
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10.4.4. Általános változat

Legyenek q�4 � rögzített természetesszámok, ���e�¨2¨N¼9¼8¼�½�n:«�¾�32¨�¼8¼9¼������m�nA.4.� � ] �7�"4_�mi ]³w b /-/ qGy�4¿� ]Àw b /x/ � y ��� elemenkéntfeldolgozhatófüggvény, és
legyenekaz � � �%� 2 �¼8¼8¼»Á� : �*� � �x� ]pw b /x/ � y � függvényekaz � komponensfügg-
vényei, azaz� � �º� 2 4 /9/8/ 4Z� � � .
�� � 2  /8/9/  � : �� 2  /8/8/ �� �� 2 � : � 2 � :� � �¨2� /8/9/ ��n:� � 2 � �:� ��� � 2 � � � 2 s ¼8¼8¼ s � : � � �: �� ��� � 2 � �725� � � 2 4 /9/8/ 4 � �: �Hs ¼9¼8¼ s � � � �5��� � � 2 4 /9/8/ 4 � �: �.�

� 2 4 /x/-/ 4 � � � �N� 4 /-/x/ 4 �:ÂA-Ãz2 � A t� �
¥U� ] :ÂA-Ãz2 � AF . . . F ¥ ] � A � s�/8/9/ ¥ ] � A�Ä s ¥�¦] � A�Ä�Å � s ¥�¦] � A-Æ F . . .

. . . � 2 4 /9/8/ 4 � � � �� 2 §�r�72%�ºÇ ± � � i�2 /8/9/ i S ��4o¥ �.� 4 /8/8/ 4 � � §�_�5���ºÇ ± � � i�2 /9/8/ i S �(4.¥ ���� A � 4 /8/9/ 4 � A-ÄÁ� � � A � ® ¥(4 /9/8/ 4 � A�Ä ® ¥
. . .

ahol i 2 4 /8/9/ 4.i : az b�4 /9/8/ 4.q permutációja,Ç ± �(��È 2ZÉËÊËÊËÊËÉ :(Ì  I&�=� 2 r¼8¼8¼��� : ,
Ç ± � � i 2 4 /x/ 4�i S �(4.¥ � A ��Í � ¥���4 ha i ] � i 2 4 /8/9/ 4�i S �� 4 ha i�¦] � i 2 4 /8/9/ 4�i S �

Az elágazás"ágainak"száma� : a{b .
Bizonyítás:A tételazalábbiinvariánstulajdonsággalésterminálófüggvénnyel formá-
lisanlevezethet̋o (a levezetéstannakbonyolultságamiattelhagyjuk):v ���mhª� ]rw b /-/ � y|��� �»� ��� � � � 2 4 /9/8/ 4 � : � � � � � � � 2 4 /8/9/ 4 � �: ��s�»� � � � � � 2 4 /9/8/ 4 � : � �N� �|s hGio4ZJ ]_w b /-/ qGy|��� ���A F � A � � � S � � �V �°ÎÎÎÎ

:ÂA-Ãz2 � A ÎÎÎÎ


