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Flggveényerték kiszamitasa

A tovabbiakbarbizonyosspecidlisfiiggvéryek helyettesitésértékénekkiszamitasaal
fogunkfoglalkozni. Tegyukfel, hogyvanegy f : X — Y flggvéryiink,ahol X ésY
tetsdlegeshalmazok A feladatspecifikaciéjaehat:

A=X xY
z Y
B=X

.'L'I

Q:(z=2)
R:(y=f(a")
Természetesena semmimastnemtudunka fiiggvéryrél, akkor a fenti specifika-

cibhoznemtudunkigazi megoldoprogramotdni. Ezértaz elkdvetkezkbentovabbi
feltételezésekdd fogunkélni.

10.1. Fuggvénykompoziciov al adott figgvény
kiszamitasa

Tegylkfel, hogy f = ho g,aholg: X — Z ésh : Z — Y flggvéryek.
Tétel: Ekkor afeladatmegoldhatéaz alabbiszekwencidwal:

9(z)
h(z)

zZ
y:
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Bizonyitas: Kibodvitjik az allapotteretegy Ujabb (Z tipusu)komponensseimelynek
véltozojalegyenz. A szekenciakdzblld feltételelegyen
Q' : (z =g(a")).
Ekkor aszekwencialevezetésszabalyalapjana megoldastrividlisanteljesl.
O

10.2. Esetszétvalasztassal adott fuggveny kiszami-
tasa

Legyeneksy,ma, ..., 7, : X — L feltételekésgy, go, ..., g, : X — Y flggvéryek,
éstegylkfel, hogyam; feltételeklefedikaz X halmazt.Legyenf : X — Y azalabbi
maédondefiniaha:

g1(z), bham(x)

g2(x), hams(x)

gn(z), ham,(z)
Tétel: Ekkor az f fliggvéry értéle kiszamolhat@z aldbbieldgazassal:

1 () \ o () N 7 ()
y:=g1(z) y = g2(x) e Y := gn(z)

Bizonyitas: Az eldgazasevezetésszabalyalapjana megoldastrivialisanteljesiil.
O

10.3. Rekurziv formulaval adott fuggvény kiszami-
tasa
LegyenH egy tetsdlegeshalmazk > 0 egy egészszamtovabbaF : Z x H* — H

fuggvéry, to,t—1,...,t—r+1 € H rogzitett,ésdefinialjukaz f : Z — H fuggveérytaz
aldbbimdédon:

f(O) = t07
f(_l) = t,
f(=k+1) = t_pn

tovabbavi > 0:
fG+1)=F@GE+1,f#),....f(i —k+1))
Feladatunkaz,hogymeghatéarozzulaz f figgvéry n > 0 helyenfelvett értékét.
A=7Zx H
noy
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B =7

nl
Q:(n=n"An>0)
R:(QAy=f(n))

Tétel: Az aladbbistruktogrammahdottprogrammegoldasaa specifikaltfeladatnak:

Q iay7y—17--;y—k+1 = O,to,t_l,..,t_k+1
QI Z;é n PAw®
Y5 Y—1,--,Y—k4+1 = F(l + 17y7 “'Jy—k+1)7y7 v Y—k42 Q”
1:=1+1
R P
Bizonyitéas:

A tétel bizoryitasahozlegend, haa fenti programotlevezetjiik,hiszenekkor az
allitasa specifikaciaételédl ésa levezetésszabalyokbokovetkezik. Legyentehata
megoldoprogranegy ciklus, melynekinvariansa:

P:(QAi€l0.n]Ay=f(),y1=FG—1),.. .yt =f(—k+1)
Vizsgaljukmeg aciklus levezetésszabalyanakeltételrendszerét:

1) Mivel azeredetiQ) feltételre@) = P nemall fenn,aciklus eléfeltételeazalabbi
Q:(QNi=0Ay=to,y 1=t 1,-- ;Y kt1 =t kt1)
allitaslesz. Egyszetienlathat6,hogy a fenti programelejéntalalhatészimultan
értékadag)-bol Q'-bejut.

2) m= (i #n),

3) t=n—1,

5) ai:= i+ 1 értékadassoklentiaterminalofiggven értékét,

4) Hafelirjuk azi := ¢ + 1 értékadasd’-re vonatloz6leggyengébleldfeltételét:
QU (QAi+1€0n]Ay=fi+1),y-1=F(0),...,y—pr1 = f(i — k+2))

akkor az értékadadeggyengébtelbfeltételérevonatkozé szabalyalapjanegy-
szefi behelyettesitésseerifikalhatd,hogya ciklusmagels fele P A 7-b6l Q"'-
bejut.

O

Megjegyezzitkmég,hogy a 0 kezdbpontvalasztas@nkéryes,barmilyentetsdle-
gesegészszamtolkezdwe definialhatéegy fliggveéry, ésakkor értelemszdiena prog-
ramciklusvaltozojais arrol az értékiél inditando.
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10.4. Elemenkeént feldolgozhaté fliggvéeny

A tovabbiakbanlegyenek H; és H, tetsdlegeshalmazok,X ésY pedigaz alabbi
formébarfelirhatohalmazok:

X = Xix..xX,
Y = Vi x..xY,

aholX; = {z € 2H1 : |z| < 00} i€ [l.n]ésY; ={ye 22 |y <o} i€
[1..m]. Amint aza fenti leirasbdlkideril az X az 8sszeslyan halmazn-esttartal-
mazzaamelyeknekmindenkomponens@z adott H; halmazvégesrészhalmazaHa-
sonléanazY elemeipedigaz olyan halmazm-esek,amelyekH,-beli végesrészhal-
mazokbdlallnak.

Definici6: TELJESEN DISZJUNKT FELBONTAS
Azt mondjuk,hogyz,z € X teljesendiszjunkifelbontasar € X -nek,ha

i) Vie [17’L] tx; =T; UT; €s
i)y Vi,j€[l.n]:7; ﬂ%j =0.
Vegylik észrehogyha X egydimenziésakkor ateljesendiszjunktfelbontasmege-

gyezikadiszjunktfelbontassaldetobbdimenziogsetbemteljeserdiszjunktfelbontas
egy joval erdsebbfeltételtjelent.

Definici6: ELEMENKENT FELDOLGOZHATO FUGGVENY
Legyenf : X — Y. Hamindenz € X mindenz, 7 teljesendiszjunktfelbonta-
sara

akkor f -etelemenkénteldolgozhatonakevezzik.
Példa: Legyen H egy tesdlegeshalmaz,X; = X, =Y = {z € 2 : |z2] < oo},
f:XixXe =Y, f((1,22)) = x1 U zo. Ekkor f elemenkénteldolgozhatoui:

tekintsiikaz (z1,x2) halmazparegy tetsdleges(z1,z2), (x1,2) teljesendiszjunkt
felbontaséatEkkor ateljesendiszjunktfelbontasdefinicidjaalapjan:

T U il = 1, To U %2 = X2
TN = 0, TNT, = 0
T1NZ2 = 0, ZanNz = 0

Vizsgéljukmostmeg az elemenkénteldolgozhatdésagét kritériumat:

1. f((.’l,‘l,mz)) U f((.fL'l,JIQ)) = (fl Ufz) U (fl U§2) = (fl Uil) U (52 U§2) =
z1 Uz = f((21,22)),

2. f((21,22)) N f((21,22)) = (@1 UT2) N (TLUT2) = (F1 N 1) U (TL NT2) U
(ToNT1) U (T2 NT2) = 0.
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Tehata— kétvaltozos- unié elemenkénteldolgozhatthalmazfliiggvén

A tovabbiakbartehategy elemenkénfeldolgozhatdéfiiggvéry helyettesitésérté-
kénekkiszamitasaal fogunkfoglalkozni.

Miel6tt belelezdenénla feladat specifikdlasab&s megoldasababevezetiinkkét
olyan halmazokravonatlozé parcidlisértékadastamelyelet aztana megoldé progra-
mokbanprimitiv miveletnektekintiink.

o LegyenH egy tetsBlegeshalmaz ésdefinidljukaz f- : 2H x H — 2H parcialis
figgvéryt:
fe(h,e) = HU {e},hae ¢ H.

A fenti fliggvéryt kiszamitoh := fD(h,e) parcialisértékadasa tovabbiakban
h := h U e-vel fogjuk jelsIni.

e HasonloarlegyenH egy tetsdlegeshalmaz ésdefinidljukaz f~ : 27 x H —
2H parcialisfiiggveéryt:

fe(h,e) = H\ {e},hae € H.

A fenti figgvéryt kiszamitéh := f.(h,e) parcialisértékadast tovabbiakban
h := h ~ e-vel fogjuk jel6dIni.

10.4.1. Egyvaltozés-egyértékli eset

El6szorvizsgaljukmeg azt az esetetamikor mind X, mind Y egykomponen§, azaz
m = n = 1. Ekkor az f fuggveéry egy halmazhozgy méasikhalmaztrendel.

A=X xY

z Y
B=X

.'L'I

Q:(z=21)

R:(y = f('))

Oldjuk meg afeladatotciklussal:azinvariansbaraztfogalmazzukmeg, hogyaz
halmaza mégfeldolgozanddlemelet,azy halmazpediga marfeldolgozottelemekf
szerintiképeinekunidjattartalmazzaazaz

P:(yUf(z)=f@)Aynfz)=0)

Vizsgaljukmeg aciklus levezetésszabalyanakeltételeit:

1) Q-bélazy = P fenndllasaesetérkovetkezik P, ezérta cikluseléazy := 0
értékadagerdl.

2) Azinvariansbdlf(z) = 0 esetérkdvetkezikazutdfeltétel,damezj6 eséllyelnem
egy megengedetfeltétel (hiszenéppenf-et akarjukkiszamitani).Vegyuk észre
azonbanhogy f elemenkéntieldolgozhatésagmiatt z = () eseténf(z) =
is teljedil (azUreshalmaznakkét ireshalmazegy teljesendiszjunktfelbontasa).
Tehataciklusfeltétel:r = = # 0.
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3) Ha(aciklusfeltételszerint)x nemiires,akkor terminaléfiiggvérynekvalaszhato
xr Sszamossagazazt = |x|.

5) r szamossagadtgy tudjuk csokkenteni,haelhagyunkbeléle egy — bennelevd —
elemet.Ezt megtehetjikaziméntbevezetetparcialisértékadassalt := z ~ e.

4) irjuk fel afenti parcialisértékadasP-re vonatlozoleggyengébleldfeltételét:
Q": (U fla\{e}) = f@)Aynflz\{e}) =0Ae€ )

Jdllathatd,hogyez P A m-b6l nemkovetkezik. Vegyik azonbarészre hogy ha
e egy z-beli elem,akkor {e} ész \ {e} z-nekegy teljesendiszjunktfelbontasa,
tehatf elemenkéntfeldolgozhatésagmiatt:

feh)Uf(z\{e}) = [f(=)
fdenflz\{e}) = 0

igy azy := y U f({e}) értékadasnarmajdnemelegend, hiszen

1=y 0 f({e}),Q") = U f{eh) Uf(z\{e}) = F@) A(yU F{e})N
fx\{e})=0Aec€ux).

Eztafeltételtdsszeetve P A w-vel lathat,hogy méarcsakaze € z allitastkell
teljesiteniinkEzt viszontmegtehetjikaze :€ x értékkvalasztassahmelyneka
fenti allitasravonatkozéleggyengéblelbfeltételeP A .

Tétel: Ekkor azaldbbiprogrammegoldasaa specifikaltfeladatnak:

Q -
Q' s 20
PATr
ecxr
=y U f({e}) o
y=y € Q"
r:=xr~e
R P

Bizonyitas: A tételafenti levezetésbl kovetkezik.

10.4.2. Kétvaltozos-egyértékl eset
Legyenf: X xY — Z (X,Y, Z C 2H) elemenkénteldolgozhatdiiggvéry.
A=XxY x Z
T Y z
B=XxY
.’L'I yl
Q:(z=2"Ny=y")
R: (2= f(z',y'))
Tétel: Ekkor azalabbiprogrammegoldasaa specifikaltfeladatnak:
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z:=10
z#OVy#0
e:€ (zUy)

\ ecxhedy \ e€ExNe€y \ edzrhecy

z=20 f({e},0) | z:=20 f({e},{e}) | z:= 20U f(0,{e})

ri=x~e ri=xr~e yi=y~e

y:=y~e
Bizonyitas: A tétel az egyvaltozésesettelanalégmddonlevezetheb, hainvarianstu-
lajdonsagnalaz alabbiallitast:
P:(zU f(z,y) = f(&" ¥ ) ANzn flz,y) =0 A
@' \z)Ny=0A @' \y)Nz=0)

terminaléfiiggvérynekpedigt = |z U y|-t valasztjuk.[d

10.4.3. Egyvaltozos kétértekl eset

Legyenf : X - Y xZ (X, Y, ZC2H fi : X =Y, fo: X = Z,f = (f1,f2))
elemenkénteldolgozhatdtiggvéry.

A=X xY x Z
z Y z

B=X
a:_l
Q:(z=2x"

R:(y=f")Az=fa(z"))
Tétel: Ekkor azaldbbiprogrammegoldasaa specifikaltfeladatnak:
y,z:=0,0

z#0

e:€x

y,z:=y U fi({e}), 2 U fa({e})

z:=z~{e}

Bizonyitas: A tétellevezetéseaz egyértéki esetbl csakazinvarianstulajdonsagneg-
vélasztasabarerel:

P:(yUfi(z) = fi(a) Ay N fi(z) = DA
zU fo(2) = fa(a") A 20 fa(z) = 0)

A terminaléfiggvéry marad ésalevezetédépéseis megegyeznek ]
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10.4.4. Altalanos valtozat

Legyenekn,m rogzitetttermészeteszamok,f : X; x --- x X, —» Y3 X .-+ X
Y (X:,Y; € 2B, (i € [1..n],j € [1..m])) elemenkénfeldolgozhatdfiiggvéry, és
legyenekaz f; : X1 x---x X, = Y; (j € [1..m]) fuggvéryekaz f komponensfugg-
véryei,azazf = (f1,---, fm)-

A=Xi x...x X, xV1 x...xY,

T Tn N Yn
B=X x...x X,

Q:(x1=2{N---Nzp=2)

Y1y -y Ym = @, ,0
Oz #0
=1

n
e:€ J
i=1

e€xy, N...e€xy Ne¢x; , Neé¢x;, \

Yiy-- s Ym =
1 U fi(sl({iy .. ik}, €))s oy ym U f(sl({i1 .. ix},€))

Lipgeeey Ty, = T4y =€,...,T5 =€

aholiy,...,i, azl,...,n permutacidjasl : 2{1m x H - X; x -+ x X,

hai € {il,...,ik}

sl({i1, ik}, €)i = { é,e}7 hai ¢ {i1,..., ik}

Az elagazdsagainak'szama™ — 1.
Bizonyitas: A tételazalabbiinvaridnstulajdonsaggaésterminaléfiiggvénryel forma-
lisanlevezethed (alevezetésannakbornyolultsdgamiatt elhagyjuk):

P (i€ [l (55 U fy(on, v zn) = Sy A
yi N fi(x1,...,xn) = 0) AVi, k € [1.n] : (2} \ z;) Nzy, = 0)
t =
O

n
Z;
=1

k2



