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=2=000-2001

Alapvet 0 programozasi
tetelek

Legeldszor— a levezetésiszabalyokhasznalatais ismertete — néhary egyszefi fela-
datrakeresiinkmegoldéprogramot.

9.1. Osszegzés

Legyenadottaz f : Z — Z fuggveéry. Feladatunkaz, hogy egy adott[m..n] C Z
intenvallumbandsszgezziikaz f fuggvery értéleit. Specifikaljukelbszéra feladatot.

A=7Z xX7Z x Z
m n s
B=7 x Z

m'  n

Q:(m=m'An=n'"Am<n+1)
R:(QAs= 3 f()

Az eléfeltételberszerepb m < n + 1 feltételaztfogalmazzaneg, hogyazm ésn
szamokegy — legfeljebbiires— intervallumothataroznakmeg. (Az intervallum akkor
leszires,haakezddpontjaeggyel nagyobbmint avégpontja.)

Probaljuka feladatotciklussalmegoldani: ehheza ciklus levezetésszabalyaalap-
jan keresniinkkell egy invarianstulajdonsago{(P), ami a ciklus futasanakegy koz-
bilsh allapotatirja le. Fogalmazzaneg ez az invaridnsazt a tulajdonsagothogy az
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Ossz@zéstaz intervallum egy kezdszeletéremar elvégeztik. Ennekformalis leira-
sahozbdvitsikki az allapotteretegy Ujabbegésztipusikomponensseglk), amelyazt
fogja mutatni,hogyhol tartunkaz 6sszgzésbenAz Uj allapottértehatlegyen:

A =7 XZ x7Z x 7

m n s k
Ekkor azinvarianstulajdonsag:

P:(Q/\ke[m—L.n]/\s:gk) f(@))

Vizsgéljukmeg mosta ciklus levezetésszabalydeltételeit:

1) Q = P: Ezafeltételjdl lathatbamemteljesul(stt forditva all fenn). Mit lehet
ilyenkor tenni?Vagya Q-t, vagy a P-t meg kell valtoztatni.A ) azonbarafel-
adatotdefinialja,azt nemvaltoztathatjukmeg, a P-t pedigmi valasztottukigy,
hogyegy kozbliils allapototirjon le, ezértaztsemlenneszerencsésldobni.Van
azonbaregy harmadikehetségs: keressiinkgy olyan’ allitast,amelyremar
Q' = P teljesil, ésoldjuk meg a feladatotegy olyan szekenciawal, amelynek
masodikrészeegy olyan ciklus lesz, melynekelbfeltételea @', az utofeltétele
pedig R, el fele pedigegy a Q-bdl Q'-be képed program(azazalkalmazzuk
aszekencialevezetésszabalyat)Legyeneza Q' allitas:

Q:(QANk=m—-1As=0)

Koénnyen lathaté,hogy ekkor Q' = P fennall. Most mégkeresniinkkell egy
olyan programot,ami Q-boél Q'-bejut. A k,s := m — 1,0 értékadasnegfelel
ennekakritériumnak,hiszenaz értékadaseggyengébleléfeltételédl szolbtétel
alapjan:

Q=1lflk,s:=m—-1,0,QY=(Q@Am—-1=m—-1A0=0) =Q.

2) P A = = R: EbbdI a feltételdl meghatarozhatjukhogy mi lesza ciklusunk
feltétele.Ehhezaztkell megnéznihogymikor kdvetkezik azinvarianstulajdon-
sagholaz utofeltétel. A kettt dsszehasonlivészreehetjik,hogyezk = n
esetérvanigy. Tehat

-1 = (k=n),azazr = (k # n).

3) PANwm = t > 0. A feltétel teljesitéséhekeresniinkkell egy olyan— az al-
lapottérenértelmezett- egészértéld fliggvéryt, amelyazinvariansésa ciklus-
feltétel fennéllasaesetérpozitiv. Mivel a valtozokis az allapottérfiggvéryei,
a terminalofiiggvémt rajtuk keresztiifogjuk kifejezni. Vegyik észre hogy ha
k € [m — 1..n] (P miatt) ésk # n (7 miatt), akkor n — k értéle pozitiv lesz.
Legyentehat:

t=n—k.

5) PAm At =to = 1f(So,t < to): Mivel marvanterminalofiiggvémiink, vegyiik
elérealevezetésszabalyutolsofeltételét,amiaztkivanjameg, hogyaciklusmag
csOklentsea termindléfiggveémt. Mivel az utdfeltételszerintn értékétmeg kell
tartanunk,a terminaléfliggvémt & noveléséel tudjuk csdklenteni. Menryivel
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4)

noveljik k-t? Legalabbl-gyel. Ha egy kicsit el6re tekintiink, és figyelembe
vesszik,hogy a ciklusmagnakaz invarianstmeg kell tartania(ez a 4. pont),
akkor lathato,hogy k-t legfeljebb 1-gyel névelhetjukmeg. Tehatak := k + 1

értékadassoklenti aterminalofiggveén értékét,ui:

PArAn—k=to=lf(k:=k+1n—k<ty) =n—(k+1) <.

P Am = 1f(So, P): Meg kell mégvizsgalnunkhogyak := k + 1 értékadas
j6 lesz-eciklusmagnakazazmegtartja-eazinvarianst.irjuk fel a P-heztartozé
leggyengéblelbfeltételét:

k+1
If(k:=k+1,P)=(QAk+1em—1.n]As= > f(i))
Lathat6,hogyez P A w-b6l nemkdvetkezik. Jeldljikhatafenti feltételt Q"' -vel,
éslegyena ciklusmagegy olyanszekwencia,amelynekkozbils) feltételeQ”’ és
masodiktagjaak := k+ 1 értékadasEkkor marnincsméasdolgunk,mint talalni
egy olyan programot,ami P A w-b6l Q"-be képezést értékétnemvaltoztatja
meg. Nézziikmeg, hogy mi nemteljesil@Q”-ben: mivel k € [m — 1..n] (P) és
k#mn(n), k+1¢€[m—1.n]fenndll. s értéle viszontnemjo, mert P szerint
csakk-ig tartalmazzaf értéleinekdsszgét,Q” szerintpedigmark + 1-ig kell.
A fenti meggondolaslapjantehats nowvelésef (k + 1)-gyelj6 lesz,azaz:

PAn=1f(s:=s+ f(k+1),Q") =

Z(Q/\k+1€[m—1..n]/\s+f(k+1)=fg:lf(i)).

A fenti levezetésalapjankimondhatéaz alabbitétel:
Tétel: Az alabbistruktogranformabammegadottprogrammegoldasaa fent specifikalt
feladatnak:

Q k,s:=m—1,0
Q' k#n
PAT
s:==s+ f(k+1) 0"
k=k+1
R P

Bizonyitas: A tétela szekenciaésa ciklus levezetésszabalyabodla specifikacidéte-
|ébdI ésafentilevezetésbl kdvetkezik. O

9.2.

Szamlalas

Legyen 3 egy az egészszamolon értelmezetiogikai fliggvéry. A feladataz, hogy
szamoljukmeg, hary helyenigaz 8 az[m..n] C Z intervallumban.

A

B

=7 x7Z x Ny
m n d
=7Z X 7
m'
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Q:(m=m'An=n"Am<n+1)

R:(QAd= 3 x(8)

A fenti specifikacidbary : L — {0,1}, amelyrex(igaz) = 1 ésx(hamis) =
0 A feladatmegoldasaanaldgaz dsszgzéstételénélleirtakkal. A ciklus invarians

tulajdonsagaitt is az utéfeltételgyengitéséel kapjuk (azintervallum egy tetsdleges
kezdiszeletérérjuk fel):

P (@Akelm—TalAd= > x(B()

=m
A tovabbiakbara ciklus levezetéskszabalyabaiszerepd feltételekhezximszészdien
felsoroljukalevezetésoranel6forduld elemelet.

DO :(QANk=m—-1Ad=0),
2) m = (k #n),
t=n—k,

5) ak := k + 1 értékadassoklenti aterminalofiggvéwn értékét,

4) Q" = (QAk+1 € [m—1..n]Ad = kil x(B(i))). Itt aztkell megvizsgélnihogy

P A 7-bol kovetkezik-eQ". Vegyuk észre hogy —((k + 1) esetérkdvetkezik,
mig 8(k+1) esetén-azodsszgzéshehasonléan- meg kell ndvelniinkd értékét.
Ezérta P Am-b6l Q"' -bejuté programazIF(f(k+1) : d :=d+1,-8(k+1) :

SK1P) elagazadesz,ugyanisazelagazasevezetésszabalyatlkalmaza:

PAnABk+1) = If(di=d+1,Q")
PATA-B(k+1) = If(SKIP,Q")

miattP A w = If(IF,Q") teljesul.

A fenti meggondolasolalapjannyilvanval6 az alabbitétel:
Tétel: Az alabbistruktogranformabarmegadottprogrammegoldasaa fent specifikalt
feladatnak:

Z' k,d:=m—1,0
k#n
i Bk+1) Pnm
di=d+1 | SKIP o
k=k+1
R P

Bizonyitas: A tétel alevezetésiszabalyokbdlgsa specifikaciotételéldl a fenti meg-
gondolasoKlevezetéshnlapjankévetkezik. [
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9.3. Maximumkeresés

Legyen?# egy tetsdlegesrendezethalmazés f : Z — H egy adottfiiggvéry. Fel-
adatunkaz, hogy egy adott[m..n] C Z intervallumbankeressiukmeg az f fliggvéry
maximumatgsegy olyanhelyét,aholezta maximumeértéktfelveszi.

A=7Z XZx7Zx H
m n i maz
B=7 x Z
m'

Q:m=m'An=n'"Am<n)

R: (QANi€[m.n]Amaz = f(i) AVj € [m..n]: f(j) < f(¥))

Vegylik észre,hogy az el6bbieklel ellentétbenebbena specifikaci6bamem en-
gedtikmeg az Uresintervallumot. Ennekokarendkiviilegyszefi: Gresintervallumon
nincs értelmemegkérdezni,hogy hol van a maximum. A feladatotciklussaloldjuk
meg, amelynekinvariansa:

P:(QAk€e[m.n]Ai€[m.k]Amazx = f(i)AYj € [m..k]: f(§) < f(i))

A feladatotmegold6 programlevezetésdasonlatosz el6z6hdz,ezértitt is csakcim-
szavakbansoroljukfel alépésekt:

1) Q' =Q@Ak=mAi=mAmazx = f(m)),

2) m= (k #n),

3) t=n—k,

5) ak := k + 1 értékadassoklentiaterminal6fliggven értékét,

) QRQ"=QANk+1€[m.n]Ai€ [m.k+1]Amaz = f(i) AVj € [m..k +
1] : f(§) < f(@) A P A w-bbl Q"-be jutd programitt is egy elagazadesz:
IF(f(k+1) >=max : i,max := k+1, f(k+1), f(k+1) <= max : SKIP),
ui.

PArAflk+1)>=mazx = If(i,maz:=k+1,f(k+1),Q")
PArAf(k+1)<=maz = If(SKIP,Q")

miattP Aw = [ f(IF,Q") teljesul.

Tétel: Az alabbistruktogranformabammegadottprogrammegoldéasaa fent specifikalt
feladatnak:

Z’ i, k, max :=m,m, f(m)
k
#n PAT
\ fk+1) > maz \ f(k+1) <mazx
i,mar:=k+1, f(k+1) SKIP 0"
k=k+1
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Bizonyitas: A tétel alevezetésszabalyokbdlgsa specifikaciotételéldl a fenti meg-
gondolasoKlevezetésplapjankdvetkezik. [

9.4. Feltételes maxim umkeresés

LegyenH egy tetsdlegesrendezethalmazésf : Z — H egy adottfiiggvéry. Legyen
B egy azegészszamolon értelmezettogikai fliggvéry. Hatarozzukmega [ 3] N[m..n|
halmazfelett az f fiiggvéry maximumatésa halmazegy olyan elemét,amelyenf a
maximumértékételveszi.

A=7Z xZxZx H xL
m n ) mazr l
B=7 x Z

m'

Q:m=m'An=n"Am<n+1)
R: (QAl=(Fi€[m.n]:B31E)Al— (i€[m.n]APBE) Amaz = f(i)A
Vj € [m.n]: B(5) = (f(4) < f(i))))
Vegyiik észre hogyitt Gjra megengedhéi az tresintervallum, éshogy ekkor aza
vélasz,hogy az intervallumbannincs 8 tulajdonsagtelem. A levezetésaz el6z6khoz

hasonléan:
P:(QAke[m—1.n]Al=(Fi€[m..k]: (@) Al = (i € [m..k]ABE)A

maz = f(i) AVj € [m..k]: B(4) = (f(4) < f(©))))
1) Q' =(Q@Ak=m—1A1l= hamis),
2) m=(k #n),
3) t=n—k,
5) ak := k + 1 értékadassoklenti aterminalofiggvéwn értékét,

4) irjuk fel a ciklusmagkdzbils feltételét:
RQ:(QANk+1em—1.n]Al= (i€ [m.k+1]:80))A
1 — (i € m..k+1]AB>GE) Amaz = f(i)A
Vj € [m..k+1]: B(j) = (f(5) < f(@)))))

P A 7 és@Q" 6sszehasonlitasaMathat6,hogy haromfé lehetségvan:

— —f(k + 1): ekkor SKIPR,
— B(k+1)A-l: ezazelsh § tulajdonsagelem,tehatl, i, max := igaz, k+
1, f(k+1),
— B(k + 1) A I: ekkor amaximumleresésnéhegismertkét esetiehetséges:
* f(k+1) >=maz: ekkori,maz :=k+ 1, f(k+ 1),
x f(k+1) <= maxz: ekkor SKIP.
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Tétel: Az alabbistruktogranformabarmmegadottprogrammegoldasaa fent specifikalt

feladatnak:

? kl=m—1,1|

Q k#n

B+ B+ AL | Bk +1) Al P
\f(k +1) > max \f(k + 1) < max
SKIP l,i,maz := 1, Max := SKIP
TLE+LAE+1) | k41, fk+1) "
k:=k+1 <
R P

Bizonyitas: A tételalevezetésikzabalyokbdlgsa specifikacittételéldl a fenti meg-

gon

dolasoKlevezetésplapjankovetkezik.

9.5. Linearis keresés

Legyeng : Z — L adotttulajdonsagA feladataz,hogy keressiikneg aztalegkisebb
B tulajdonsaglegészszamotamelynemkisebb,mint azadottm € Z szam.

A=7Z x7Z
m )

B =17
ml

Q:(m=m'A3j>m:p(j))
R:(QANi>mAB3E)AVY) € [m..i—1]:-8()))
A feladatotciklussaloldjuk meg. Az invarianshozgyengitjikaz utéfeltételt,el-

hagyjukbelble 3(7)-t:

P:(QAi>mAVYj € [m.i—1]:-8(j))

1) @ =(QANi=m),
2) m = —=6(4),

3) LegyenN > m tetsdlegeserrdgzitettolyanszam,amelyref(N) igaz(ilyenaz
el6feltételmiattlétezik). Ekkort = N —i.

5) azi:=1i + 1 értékadassoklenti aterminal6fiiggvém értékét,

4) PANw=I1f(i:=i+1,P).
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Tétel: Az alabbistruktogranformabammegadottprogrammegoldasaa fent specifikalt
feladatnak:

Q@ —
Q’ =M
_ (Z) PAm
\ i=i+1
R P

Bizonyitas: A tételalevezetésiszabalyokbolésa specifikacidételéldl afentieksze-
rint kovetkezik.

A fenti programcsakakkor megoldasaa feladatnakhaa g tulajdonsagnegenge-
dettfeltétel. Haeznemigy van,akkor masikmegoldastkell keresniinkValasszukaz
alabbiinvarianst(a feladatmaradugyanaz!):

P:(QANi>m—1A(Vj€[m,i—1]:=8(j)) Al=3j € [m,i]: B(j))
Ekkor:

1) Q' =(QAi=m—1A1l= hamis),
2) w =,

3) LegyenN > m tetsdlegeserrogzitetiolyanszam,amelyre3(N) igaz(ilyenaz
el6feltételmiattlétezik). Ekkort = N —i.

5) azi :=1i + 1 értékadassoklentiaterminalofuggvén értékét,

4) A ciklusmagszekwencialesz,melynekkozbils feltétele:
Q" (@QAi+12m—1A ()€ [m,i]: =) Al=3j € [m,i+1]: B()))
ésigy aciklusmagels feleazl := (i + 1) értékadasesz.

Tétel: Ekkor azalabbiprogramis megoldasaa specifikaltfeladatnak.

QI L,l=m-=1,]
Q —
- PAw
I:=8>+1) 0"
1:=1+1
R P

Tegyukfel, hogy8 = v Vv § ésléteziki > m, hogy (). Keressikmeg alegels
i > m : (i) elemethavanolyan),amelyel6tt (m-t6l kezdwe) nemvolt igazé! Ennek
avéltozatnakmara specifikaciéjas maslesz,hiszenafeladatis megvaltozott.

A=7Z xZ x L
m ) u
B = Z

ml
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Q:(m=m'A3j>m:B())
R:(QAu=3j >m:v(j) AVk € [m..j — 1] : =d(k))A
u—= (i >mAy(E)AVY) € [m.i—1]:=8()))
A feladatotmegoldéciklus invariansa:
P:( QAi>m—1Au=(3j € [m.i]: 7)) Av=(3j € [m.4]:5())A
Vj € [m,i—1]:=5(5))
Ekkor:
1) Q' =(Q@QAi=m—1Au=hamis Av = hamis),
2) m=—u A -w,
3) LegyenN > m tetsdlegesenrdgzitettolyanszamamelyreS(N) igaz(ilyen az
el6feltételmiattlétezik). Ekkort = N —i.
5) azi:=1i + 1 értékadassoklenti aterminal6fiiggvém értékét,
4) A ciklusmagszekwencialesz,melynekkdzbils feltétele(l f (i := i + 1, P)):
Q":(QANi+1>m—1Au=3Fj € [m..i+1]:v())A
v= (35 € [m..i +1]: () AVj € [m,i] : =8(j))
ésigy aciklusmagels feleazu, v := (i + 1), (i + 1) értékadasesz.

Tétel: Az alabbistruktogranformabarmmegadottprogrammegoldasaa fent specifikalt
feladatnak:

Q i,u,v:zm—1,¢,¢
Q'
—u A v
- - PAm
w,v:=7(i+1),0(i+ 1) 0"
1:=1+1
R P

A fentifeladatnakvanegy specialissseteamikor é tulajdonsagztmondijaki, hogy
mégnemértiinkel egy n szdmotazazegy intervallumonkell keresni.Errea specialis
esetreadunkegy masikmegoldastis.

A=7Z x7Z xZ x L
m n i l
B=7 x Z

m'  n!

Q:(m=m'An=n"Am<n+1)
R: (QAl=(3j €[m.n]:BGH)) Al (i € [m..n]ABEA
Vj € [m.i — 1] : ~B(})))
Legyena ciklusinvarianstulajdonsaga:
P:(QAie[m—1.n]Al=(3j€[m.i]:B(j)) AVj € [m.i—1]:-8()))
Ekkor:
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1) Q' =(QAi=m—1A1l= hamis),

2) m==lNi#mn,

t=n—1,

5) azi := i + 1 értékadassoklentiaterminaléfiggveén értékét,

4) A ciklusmagszekencialesz,melynekkozbuld feltétele(l f (i := ¢ + 1, P)):
RQ:(QANi+1em—-1.n]Al=(3j€[m.i+1]:58(j)) AVje[m.i]:-p(j))
ésigy aciklusmagelsb feleazl := (i + 1) értékadasesz.

Tétel: Az alabbistruktogranformabarmegadottprogrammegoldasaa fent specifikalt
feladatnak:

@ LWil:=m-—1,]
Q' TN
LANLFEN
#. PAw
l:=8(>+1) Q0"
1:=1+1
R P

9.6. Logaritmikus kereseés

Legyen? egy olyan halmaz,amin értelmeze van egy rendezésielacio. Legyen f :
Z — H monotonndveked fliggvéry. A feladataz,hogydontsiikel az f fuggvéryrdl,
hogyazadott[m..n] C Z intervallumonfelveszi-eah € H adottértélet, éshaigen,
akkor adjukmeg azintervallum egy olyan pontjat,aholafliggvéryértékh.

A=7 x7Z x H xZxL
m n h i l
B=7Z xXZ xH
m' n N
Q:m=m'An=n'Ah=hKAm<n+1AVk,j € [m.n]:
(k <j) = (f(k) < £(4)))
R:(QAl=(3je€[m.n]: f(j) =h)Al— (i € [m..n] A f(i) = h))
A monotonitastelhasznala azintervallumotmindkétvégéil sAikitjik azinvari-
ansban:
P:(QA[u.v] C[m.n]AVj € [m.n]\ [u.v]: f(j) #hA
l— (i €u..v] A f(i) =h))
Ekkor

1) Q' =(Q@Au=mAv=nAl= hamis),

) rm=~lNu<w,
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3) Informélisanfogalmaza jeldlje ¢ a még megvizsgalandéelemekszamat. Ezt
egy esetszétvalasztassalhatjukmey:

‘= v—u+1, ha-l
10, hal

4) A ciklusmaglegyenegy szekencia,melynekkdzbils feltétele:

Q" (Q A u..v] C[m..n] AVj € [m..n]\ [u..v]: f(§) Zh A
SlA (i € [u.v]))

Ekkor a szekenciaels) fele lehetneazi :€ [u..v] értékkivalasztas Hatélony-
sagiszempotokais figyelembevéve azonbarvalasszukazintervallum kdzép$
elemét:i := [(u + v)/2]. A ciklusmagmasodikfelébenharomesetiehetséges:

— f(i) < h: ekkorazu := i + 1 értékadaszinvaridnstmegtartja,

— f(i) = h: ekkor megtalaltuka keresetelemettehat! := igaz,

— f(i) > h: ekkorazv := i — 1 értékadaszinvarianstmegtartja.

5) Egyszetienellentrizhe®, hogyafenti elagazasnindharomagacsoklenti ater
minéléfuggvéryt.

Tétel: Az alabbistruktogranformabarmmegadottprogrammegoldasaa fent specifikalt
feladatnak:

QI u,v,l :==m,mn,|
@ =lAu<w
i = [(u+0)/2] Pam
\ JO<h | s@=h || J@>h @
u:=1+1 l:=1 vi=4—1
R P

Bizonyités: A tételafenti levezetékovetkezmérye.



